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1 Vorwort

In der Mathematik wird die Differentialrechnung typischerweise Uber die Bestimmung einer Tangenten-
steigung eingefiihrt, die Integralrechnung tber die Berechnung der Flache unter einer Funktionskurve.
Beide Teilgebiete der Mathematik werden schlie3lich tber den Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung miteinander verknupft.

Hier wird ein anderer Ansatz verfolgt. Differential- und Integralrechnung werden anhand von Anwen-
dungsbeispielen aus der Physik vorgestellt. Sie zeigen, dass tberall dort, wo Prozesse mathematisch
beschrieben werden, Differential- und Integralrechnung unverzichtbar sind. Dies gilt ebenso fiir die Na-
tur- und Ingenieurwissenschaften wie fur die Beschreibung und Optimierung von Vorgéangen in den
Wirtschaftswissenschaften oder Bestrebungen der Sozialwissenschaften, menschliches Verhalten ma-
thematisch zu analysieren.

2 Elektrische Spannung und Stromstarke

2.1 Ladungstrennung (Integral)

Materie besteht zu einem grof3en Teil aus elektrisch geladenen Teilchen, aus positiv geladenen Proto-
nen und negativ geladenen Elektronen. Erscheint ein Kérper nach au3en hin elektrisch neutral, dann
deswegen, weil er vom Betrag her gleich groRe Mengen an positiver und negativer elektrischer Ladung
enthalt.
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Diese beiden Ladungsanteile sollen voneinander getrennt werden. Wahrend der eine Ladungsanteil am
Ort 1, verbleibe, werde der andere Ladungsanteil an den Ort r, verschoben'. Dabei muss gegen die
anziehende elektrische Kraft IEC zwischen den ungleichnamigen Ladungen Arbeit verrichtet werden
(Abbildung 1).
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Abbildung 1: Auftrennung eines elektrisch neutralen Kdrpers (oben) in seinen negativen und seinen
positiven Ladungsanteil. Die Pfeile stellen die Kraft dar, die momentan zur Trennung der Ladungen
aufgewendet werden muss.

Die elektrische Kraft zwischen zwei punktférmigen Korpern, welche die Ladungen g und Q tragen (zwi-
schen den Punktladungen g und Q), wirkt in Richtung ihrer Verbindungslinie. Der Betrag dieser Kraft,
die auch als Coulomb-Kraft bezeichnet wird, ist proportional zu den beiden Ladungen und umgekehrt
proportional zum Quadrat ihres Abstandes r:
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(Coulomb-Gesetz). g ist die Influenzkonstante (gerundeter Wert: 8,85 - 1012 C2 J7' m™).

Waéhrend der Ladungstrennung wachst der Abstand zwischen den Ladungen g und Q. Dadurch nimmt
die elektrische Kraft ab. Entsprechend sinkt auch der Kraftaufwand, der fir die Verschiebung erforder-
lich ist. Die Verschiebungsarbeit kann daher nicht einfach als das Produkt aus Kraft und Verschie-
bungsweg berechnet werden. Dies ist nur dann moglich, wenn die verschiebende Kraft tber den Ver-
schiebungsweg konstant ist.

Je kurzer der Verschiebungsweg ist, desto weniger kommt dieses Problem allerdings zum Tragen. Da-
her denkt man sich in einem ersten Schritt den Verschiebungsweg von r, nach r, in Wegelemente Ar,
zerlegt, die so kurz sind, dass die Kraft, die Uber sie hinweg wirkt, jeweils ndherungsweise konstant ist.

In Abbildung 2 ist beispielhaft die Aufteilung eines Verschiebungsweges in nur zwei Wegelemente Ary
und Ar, gezeigt. Der Kraft, die Gber das Wegelement Ar; wirkt, wird der konstante Vektor Ifl zugeord-
net, der Kraft, die Uber das Wegelement Ar, wirkt, der konstante Vektor IEZ . Die Verschiebungsarbeit

1 Zur Bezeichnung von Positionen im Raum durch Ortsvektoren siehe Skript ,Differential- und Integralrechnung,
Teil 2: Beispiel Kinematik* unter aufgabomat.de.
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AW Uber den ersten Teil des Weges kann damit naherungsweise als Izl Ar; berechnet werden?, die
Verschiebungsarbeit AW: tiber den zweiten Teil des Weges naherungsweise als IEZ Ar, . Die Verschie-
bungsarbeit W = AW1 + AW Uiber den gesamten Weg ist dann

W= F AF; + F, AT,.

Verschiebungsweg

Abbildung 2: Aufteilung des Verschiebungsweges in Wegelemente Ar .

Bei einer beliebigen Anzahl n von Wegelementen Ar,, Gber die hinweg jeweils ndherungsweise eine
konstante Kraft IEk wirkt, liefert die Verschiebung Uber jedes der Wegelemente einen Beitrag AWk zur
Gesamtverschiebungsarbeit W, der sich ndherungsweise als Ifk Ar, berechnet:

AWk = R At

W ergibt sich als Summe all dieser Beitrage:

W = iAWk
k=1

n
=~ R AF .
k=1

Diese Néherung wird umso besser, je kirrzer die Wegstiicke Ar, sind bzw. je groRer ihre Anzahl n ist.
Die exakte Verschiebungsarbeit ergibt sich, wenn die Lange der Wegstiicke gegen null und ihre Anzahl
damit gegen unendlich geht:

n—oo

n
W= lim > R AF .
k=1

Dieser Grenzwert wird in der Mathematik auch als das Integral der Kraft iber den Weg bezeichnet und
abkirzend geschrieben als

n FZ
lim >R Afy = J’ﬁdf.
k=1 ¥

nN—o0 ™=

Die Verschiebungsarbeit ist

2 Die Formulierung als Skalarprodukt zweier Vektoren stellt sicher, dass die Berechnung auch dann richtig erfolgt,
wenn die beiden Vektoren nicht parallel zueinander ausgerichtet sein sollten.
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Diese Arbeit wird bei der Ladungstrennung an den Ladungen g und Q verrichtet.

Gibt man den voneinander getrennten Ladungen die Mdglichkeit, sich frei zu bewegen, so werden sie
durch die anziehende elektrische Kraft aufeinander zu beschleunigt. Es entsteht eine gerichtete Bewe-
gung von elektrischer Ladung im Raum, ein elektrischer Strom. Bewegte elektrisch geladene Teilchen
aber kénnen bekanntlich selbst Arbeit verrichten, beispielsweise einen elektrischen Leiter erwarmen
oder einen Elektromotor antreiben. In den voneinander getrennten Ladungen q und Q steckt somit das
Vermdgen, Arbeit zu verrichten. Man spricht davon, dass sie Energie besitzen. Die Energie der vonei-
nander getrennten Ladungen entspricht der Arbeit, die fur die Ladungstrennung aufgewendet werden
musste.

Um eine solche Ladungskonstellation zu charakterisieren, wird allerdings tblicherweise nicht ihre Ener-
gie in der SI-Einheit® Joule, sondern ihre elektrische Spannung U in der Einheit Volt angegeben. Die
elektrische Spannung ist definiert als Energie pro Ladung:

w
q

U= 3)

Man spricht daher davon, dass durch die Ladungstrennung eine Spannungsquelle geschaffen worden
ist.

2.2  Mittel- und Momentanwerte der elektrischen Stromstarke (Ableitung)

Voraussetzung dafir, dass ein elektrischer Strom flieRen kann, ist, dass elektrisch geladene Teilchen
voneinander getrennt worden sind bzw. dass eine Spannungsquelle existiert (Abschnitt 2.1). Span-
nungsquellen in Stromkreisen (Batterien, Akkumulatoren, geladene Kondensatoren, ...) besitzen zwei
Pole, den Plus- und den Minuspol. Am Minuspol herrscht ein Elektroneniiberschuss, am Pluspol ein
Elektronenmangel. Werden die beiden Pole einer Spannungsquelle durch einen elektrischen Leiter mit-
einander verbunden, so flieen die Uberschissigen Elektronen vom Minuspol in Richtung des Pluspols.
Dies ist die physikalische Stromrichtung. Die technische Stromrichtung ist aus historischen Grin-
den gerade umgekehrt, vom Plus- zum Minuspol, definiert.

Die Starke des elektrischen Stroms (elektrische Stromstéarke) wird daran gemessen, wieviel Ladung
pro Zeiteinheit durch den Leiterquerschnitt flie3t. Im Allgemeinen andert sich die Stromstarke mit der
Zeit, beispielsweise, wenn als Spannungsquelle ein Akkumulator oder ein Kondensator dient, der sich
entladt. Betrachtet man ein Zeitintervall At und misst in diesem Zeitintervall den Durchfluss einer La-
dungsmenge AQ, so kann man hieraus die mittlere Stromstarke im Zeitintervall At berechnen. Dies
wird in der folgenden Gleichung dadurch kenntlich gemacht, dass das Symbol | fiir die Stromstéarke in
spitze Klammern gesetzt wird:

AQ
I>= —. 4
<|> A 4)

8 S| = systéme international d’'unités, siehe beispielsweise Skript ,Dimension und Einheit* unter aufgabomat.de
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Die momentane Stromstérke wird durch Gleichung 4 umso besser beschrieben, je kleiner das betrach-
tete Zeitintervall At ist. Der Momentanwert I(t) der Stromstéarke ergibt sich, wenn At gegen null geht:

I(t) = lim &
At—0 At

Dieser Grenzwert wird in der Mathematik auch als die Ableitung der elektrischen Ladung nach der Zeit
bezeichnet und abkirzend geschrieben als

im 2Q _ dQ
At—0 At dt
Es ist
dQ
Ity = —=. 5
® pm ()

Die mathematische Operation einer Ableitung nach der Variable t wird durch den Operator d/dt ange-
zeigt. Dieser wird ,,d nach d t* gelesen, die rechte Seite der Gleichung 5 als ,d Q nach d t*.

2.3 Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Die elektrische Stromstéarke in einer elektrischen Schaltung gibt an, welche Ladungsmenge pro Zeitein-
heit durch ein Element dieser Schaltung flieRt. Umgekehrt I&sst sich die Ladungsmenge, die in einem
gewissen Zeitintervall durch ein solches Element hindurchtritt, grundsétzlich dadurch bestimmen, dass
man die Stromstérke mit der Léange des Zeitintervalls multipliziert:

Stromstarke = Ladung/Zeit < Ladung = Stromstarke - Zeit.

Allerdings ist die Stromstéarke im Allgemeinen keine Konstante. Es gibt also nicht den einen Wert der
Stromstarke, der mit der Lange des Zeitintervalls zu multiplizieren ware, sondern man hat es mit zeitlich
variablen Werten zu tun. Fir bestimmte Vorgange, zum Beispiel fur die Entladung eines Kondensators?,
lasst sich berechnen, wie sich die Stromstérke mit der Zeit &ndert. In anderen Féllen kann die Strom-
starke mithilfe eines entsprechenden Messgerates, eines Ampéremeters, erfasst werden. Wie aber
kann mit diesen variierenden Werten der Stromstérke | die Ladungsmenge Q bestimmt werden?

Die Losung besteht darin, dass man sich das Zeitintervall mit dem Anfangszeitpunkt t1 und dem End-
zeitpunkt t2 in eine Anzahl n von Teilintervalle Atk zerlegt denkt, die so kurz sind, dass die Stromstérke
Uber jedes dieser Teilintervalle hinweg einen ndherungsweise konstanten Werte I(tk) hat. Die Ladungs-
menge AQx, die in dem betreffenden Teilintervall flie3t, kann dann naherungsweise als I(t) Atk berech-
net werden. Um die Ladung Q Uber den Gesamtzeitraum der L&nge t2 — t1 zu berechnen, missen die
Ladungsmengen in allen n Teilintervallen addiert werden:

n
Q = ) AQ
k=1

n
= Z |(tk) Atk .
k=1

4 siehe beispielsweise Skript ,Kondensatoren in der Gleichstromtechnik® unter aufgabomat.de
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Diese Néherung wird umso besser, je kirzer die Zeitintervalle sind bzw. je grof3er ihre Anzahl n ist. Der
exakte Wert der Ladung ergibt sich fur den Grenzfall, dass die Lange der Zeitintervalle gegen null und
ihre Anzahl damit gegen unendlich geht:

Q = lim ZI(tk)Atk.
=1

n—oo
k=

Dieser Grenzwert wird in der Mathematik auch als das Integral der Stromstarke Uber die Zeit bezeichnet
und abkirzend geschrieben als

t

lim > I(t) At = I I(t) dt
n—oo k=1

51

(vgl. Abschnitt 2.1). Die Ladung berechnet sich als

t2
Q= j I(t) dt . (6)

4
t1 und t2 sind die so genannten Integrationsgrenzen. t wird als die Integrationsvariable bezeichnet.

Im vorigen Abschnitt 2.2 ist erlautert worden, dass sich der Momentanwert der Stromstarke | bei gege-
benem Fluss der elektrischen Ladung Q als die Ableitung der Ladung nach der Zeit ergibt (Gleichung
5). Gleichung 6 zeigt, dass sich die Ladung Q umgekehrt durch Integration der Stromstarke tber die
Zeit berechnet:

Q — Ableitung ?T? i

t2
Integral J‘I(t) dt —» Q.
i}

I(t)

Es handelt sich hier um ein Beispiel fur die Gultigkeit des Hauptsatzes der Differential- und Integral-
rechnung: Differentiation und Integration sind Umkehroperationen zueinander.

3 Nachwort

Das vorliegende Skript fuhrt die Differential- und Integralrechnung anhand der Elektrizitatslehre ein. In
einem weiteren Skript ,Differential- und Integralrechnung, Teil 2: Beispiel Kinematik“ dient die Beschrei-
bung von Bewegung als Beispiel. Dieses Skript ist ebenfalls im Internet unter der Adresse aufgabo-
mat.de abrufbar. In ihm werden die mathematischen Grundlagen vertieft. Es werden einfache Beispiele
daflr gezeigt, wie sich Ableitung und Integral als Grenzwerte berechnen, Ableitungs- und Integrations-
regeln vorgestellt und Ableitung und Integral wichtiger Funktionen angegeben.
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